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Growing Number of Applications
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Problem formulation
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Problem formulation

4

�(�)

�(�) = �̄

\(X+ 1) = %\(X) + &Y(X)
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Need of a controllability metric
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Need of a controllability metric
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A controllability metric
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\(�) = � −→ \(8) = \̄
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A controllability metric
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A controllability metric
Alternative controllability metrics

;8 :=
8−�∑
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%X&&8(%8)X
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Few Nodes Cannot Control Symmetric 
Complex Networks

�����������	���� � ��������
� ����	���
����	�� � < µ < � 	������

�(µ) := |{λ ∈ λ(�) : |λ|� ≤ µ}|
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Few Nodes Cannot Control Symmetric 
Complex Networks

µ < �
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R(µ) := |{λ ∈ λ(%) : |λ|� ≤ µ}| = R
∫ √
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Few Nodes Cannot Control Symmetric 
Complex Networks
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✓ For fixed number m of control nodes, the controllability degree 
decreases exponentially in the network cardinality n.

✓ To have a fixed controllability degree, number m of control nodes must 
grow linearly in the network cardinality n.

Few Nodes Cannot Control Symmetric 
Complex Networks
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: � = �, �, . . . , �
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Example: symmetric line graph
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Example: symmetric line graph
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Example: symmetric line graph
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Example: Symmetric random matrix
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Asymmetric Complex Networks

For asymmetric networks the situation is more complex

- For “isotropic” networks (networks with no preferential directions) it seems 
that the situation is the same as for symmetric networks, namely they are difficult 
to control.

- For “anisotropic” networks (networks with a preferential direction) it seems 
that few nodes can indeed control large scale networks.
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Asymmetric Complex Networks

Consequence: If the condition number stays bounded in the network 
dimension, than the network remains difficult to control.

�������
%WWYQI�XLI�QEXVM\ % HMEKSREPM^EFPI�ERH�PIX : ER�IMKIRZIGXSV�QEXVM\� *M\�ER]
GSRWXERX � < µ < � ERH�PIX

R(µ) := |{λ ∈ λ(%) : |λ|� ≤ µ}|

8LIR

λQMR(;8) ≤ cond(:)�
�

µ(�− µ)
µR(µ)/Q

[LIVI cond(:) = σmax(:)/σmin(:) MW�XLI�GSRHMXMSR�RYQFIV�SJ :�
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Example: Asymmetric isotropic line graph
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� � � � · · ·
���

���
���

���
� � �

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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Example: Asymmetric anisotropic line graph

� =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

� � � . . . . . . � �
� � � · · · · · · � �
� � � · · · · · · � �
���
���
���
� � �

� � �
���
���

���
���
���
� � �

� � �
���
���

� � � · · · · · · � �
� � � · · · · · · � �

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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√
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�+ �
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: � = �, �, . . . , �
}

Given a, if c is sufficiently larger than b, than this network can be controlled with 
finite energy by the node on the extreme regardless the network dimension.

Exploiting spatial instability

control 
node
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Extension to more general graphs: 
controllable graphs

� =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
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� � � · · · · · · �ℓ−� �ℓ−�
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control nodes
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Extension to more general graphs
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⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
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	  "�� � � � ��  !���� !�����!��%� �����" �����&����� � ��� �� " � ��� �� ��� 
���� �!��!

�� = �

$���� � � �!���#��!���$�!����!��� ���"���!������ ��! � �����#��!��� "���!��!

��� = �� ��� = �

$��������� �!��! � � �!�����#�����!���� "������!��������#��������  ����!��
$�!� �� 
!�� ����$��!��!�!�����!��� ��� � ����� ��!�!������� �����!����!&����
!�����!$�����!����������!�������������!��!��

� "�!� 
��!�����!��� ��� � ������� ≤ ����
� ��������� ���#�� ����������!����!&��!���

!����  ����!�����!$����� ����'�"�!�!�����!����


��!��� &���!������ ��!�����!��� ��� � ��� �/��

Extension to more general graphs: 
uncontrollable graphs
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Controllers positioning
�
�����
	��������������
��� �����	
�
�����
���

�
����������������� �	������� V = {�, . . . , �} ����� ������������ V�, . . . ,V��
�������	
����������	���	���������� ����	�������	��	�

� =

⎡

⎢⎣
�� · · · ���
���

���
���

��� · · · ��

⎤

⎥⎦ , � =

⎡

⎢⎣
�� · · · �
���
� � �

���
� · · · ��

⎤

⎥⎦ ,

��������������	������	��
��������	��������������������� � ��
������
����������

	�(�+ �) = ��	�(�) +
∑

�∈N�

���	�(�) + ����(�),

��� � ∈ {�, . . . ,�} 	�� N� := {� : ��� ̸= �}�

�	�����������
 ���������	��������������������⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ {{



26

Controllers positioning
�	����	�������������	
�

�� �����������
	��	�����������������������	��	��������

�� �	�	���������������	����������������	��
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Controllers positioning

�	����	�������������	
�

�� ���������������

��(�) := 	�(�)−
∑

�∈N�

��� ���
�(�)

����	���������������
� � 
�	�����
�����������


�(�+ �) = ��
�(�) + ��	�(�)

�� ����� 	� ��	�������������������������������������������������
�����

���������
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Controllers positioning
��
���
��������	�����

Λ :=

⎡

⎢⎢⎢⎣

λ−�
���(��,�) �� · · · �
� λ−�

���(��,�) · · · �
���

���
� � �

���
� � · · · λ−�

���(��,�)

⎤

⎥⎥⎥⎦
.

����������������

∆ :=

⎡

⎢⎢⎢⎣

� ∥���∥� · · · ∥���∥�
∥���∥� � · · · ∥���∥�
���

���
� � �

���
∥���∥� ∥���∥� · · · �

⎤

⎥⎥⎥⎦
.
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Controllers positioning
������� �
��	������	����	����	�����������
��	���	�������

λ���(��) ≥
(�− λ̄���)�

∥Λ∥∞∥∆∥�∞

��	�	

λ̄��� = max{λ���(��) : � ∈ {�, . . . ,�}} < �
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Controllers positioning

=
�����������	���������

�����������������������������	�����	�
�

������� �
��	������	����	����	�����������
��	���	�������

λ���(��) ≥
(�− λ̄���)�

∥Λ∥∞∥∆∥�∞

��	�	

λ̄��� = max{λ���(��) : � ∈ {�, . . . ,�}} < �
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Controllers positioning
������� �
��	������	����	����	�����������
��	���	�������

λ���(��) ≥
(�− λ̄���)�

∥Λ∥∞∥∆∥�∞

��	�	

λ̄��� = max{λ���(��) : � ∈ {�, . . . ,�}} < �

�������	���������������
������

�� ����������������� ∥∆∥∞ ������������������
���������	��������
�� ����
����
���
�������������������� ∥Λ∥∞ �����������������
���
��������	������

�������
�������
������� ��	���
��������	������	�
���������
�����������

=
�����������	���������

�����������������������������	�����	�
�
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Examples
������	�����
�

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
−40

−30

−20

−10

0

N 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

−40

−30

−20

−10

0

nb

number of subsystems size of subsystems

λ
�� ��������������	���������	���������

λ
�� ���������	�	���������
λ��� ��������	��
	���	����



33

Network partition and selection of the 
control nodes

����������	��
�������������

���������������������	�����
������������������	��������
����

�� ����
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�� ��
�����	���������������������
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Conclusions
Similar results for observability

For symmetric (isotropic) networks we need to control a fixed fraction of nodes

For anisotropic networks it is enough to control a fixed number of nodes

Random positioning works pretty well

Phase transition can be noticed (critical fraction of controlled nodes)

There are a lot of open problems:

Understanding isotropic and anisotropic networks

Controllability of random and of structured graphs

Performance of random positioning

Phase transition

Different metrics
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Conclusions

Controllability
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Controllability degree

Graph theory Spectral graph theory
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